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RESUMEN

Frente al modelo individual del riesgo, el modelo colectivo conlleva la consideración de la colectividad de asegurados como un todo. En este sentido, las variables aleatorias objeto de análisis son: el número de siniestros, el coste del i-ésimo siniestro y el coste total. Numerosos estudios han analizado el Coste Total componiendo los modelos del número de siniestros y coste de los mismos. Frangos y Vrontos (2001) consideran este modelo en el contexto de un sistema de tarificación Bonus-Malus pero sin obtener la distribución compuesta para el Coste Total. En este trabajo, se considera el par Poisson-Gamma para el número de reclamaciones y la distribución exponencial para la cuantía, elaborándose un modelo Bonus-Malus, en el que se obtiene la distribución compuesta para el Coste Total. Además, se presenta una ilustración práctica en la que se aplicarán los anteriores resultados.

Palabras clave: Modelo colectivo compuesto, Sistema de tarificación Bonus-Malus, Inferencia Bayesiana.

Cálculo de primas Bonus-Malus considerando la distribución de la cuantía agregada

1. Introducción

Los Sistemas de tarificación Bonus-Malus asignan a cada asegurado una prima basada en la experiencia de siniestralidad de los mismos. Esta experiencia de siniestralidad viene definida, en la mayoría de la literatura actuarial, como el número de reclamaciones presentado por el asegurado durante un período de tiempo, usualmente el año. De esta forma, un asegurado que presenta reclamaciones a lo largo del año, deberá pagar una prima superior el período siguiente, añadiendo a su prima actual una cantidad “malus”. Por otro lado, un asegurado que no presente ninguna reclamación durante un año, pagará una prima inferior en el período siguiente debido a que su prima actual se verá disminuida en una cantidad “bonus”. Por tanto, los Sistemas de tarificación Bonus-Malus motivan a los conductores a realizar una conducción más cuidadosa mediante bonificaciones en la prima que éstos deben pagar durante el período siguiente. Sin embargo, si suponemos que el número de reclamaciones es la única componente relevante en el cálculo de la prima final, existirán asegurados que pagan la misma prima porque demandan el mismo número de reclamaciones, independientemente del coste de cada uno de sus accidentes. En este sentido, un Sistema de tarificación Bonus-Malus resulta injusto. 

          Numerosos trabajos se han ocupado de estudiar los Sistemas Bonus-Malus considerando sólo como variable relevante el número de reclamaciones (Dionne y Vanasse, 1989; Tremblay, 1992; Lemaire, 1995; Coene y Doray, 1996; Walhin y Paris , 1997 y Gómez et. al, 2002; entre muchos otros). 

          Cuando se recoge información separadamente, del número de reclamaciones y del coste de cada una de ellas, la forma de trabajar es componer los dos modelos, del número de reclamaciones y de la cuantía de los mismos, para obtener la distribución del coste total o de la cuantía agregada, esto es, la distribución compuesta. De esta forma, un asegurado que presenta una reclamación que conlleva una gran pérdida económica se diferenciará de otro que demanda una reclamación con menor cuantía económica, pagando en el período siguiente una prima superior debido a la inclusión de ambas componentes en el cálculo de la prima.

          Existe menos literatura actuarial dedicada al estudio de los sistemas de tarificación bajo la concepción del modelo colectivo compuesto. Freifelder (1974) y Miller (1980) analizaron el modelo suponiendo una distribución Poisson para el número de siniestros y exponencial para el coste del i-ésimo siniestro. Gómez (1996) realizó un análisis de sensibilidad bayesiano del modelo colectivo compuesto anterior variando los principios de cálculo de primas. Con respecto a los Sistemas de tarificación Bonus-Malus, podemos destacar a Pinquet (1997) y Frangos y Vrontos (2001). Estos últimos diseñaron un Sistema de tarificación Bonus-Malus óptimo teniendo en consideración ambas componentes e integrando la información a priori y la información a posteriori.

     El objetivo de este trabajo será obtener expresiones de las primas a cobrar en una cartera de seguros considerando el modelo colectivo compuesto y dentro de un Sistema de tarificación Bonus-Malus. Una prima Bonus-Malus, que premie a los buenos asegurados y penalice a los malos puede obtenerse como el cociente entre una magnitud a posteriori y una magnitud a priori  (multiplicándola por 100 si se desea expresar en porcentaje) (ver Lemaire, 1979). Esto es,
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     Este trabajo se estructura como sigue. En la sección 2 se analizan cada una de las componentes del modelo colectivo compuesto. En la sección 3 se calculan las primas relevantes en el análisis de un sistema de tarificación Bonus-Malus. En la sección 4 se ilustran los resultados obtenidos mediante la aplicación en un ejemplo numérico. Por último, la sección 5 resume los principales resultados obtenidos además de analizar las posibles líneas abiertas.

2. El modelo colectivo compuesto

Como se ha comentado anteriormente, cuando se dispone de suficiente información, el sistema de tarificación debería de considerar el número de reclamaciones y el coste de cada una de ellas para el cálculo de la prima, componiendo ambos modelos. 

2.1. El número de reclamaciones

Para modelar el número de reclamaciones suele utilizarse la distribución de Poisson. Por tanto, si consideramos que la variable aleatoria K representa el número de reclamaciones realizadas por una póliza o asegurado, tenemos
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 representa el parámetro de riesgo de dicha póliza. Por tanto, si consideramos una póliza extraída aleatoriamente de la cartera, de la que obtenemos una secuencia 
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 de reclamaciones durante t períodos, la verosimilitud de los datos queda
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 En la Estadística Actuarial suele suponerse que el parámetro de riesgo 
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 es aleatorio, y por tanto, se considera una distribución a priori (distribución estructura) 
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para dicho parámetro. Al igual que Freifelder (1974), consideraremos que esta distribución se corresponde con una función de densidad Gamma,
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          Por tanto, la distribución a posteriori de
[image: image9.wmf]q

, utilizando el teorema de Bayes, es 
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2.2. El coste individual de las reclamaciones

La componente del coste de cada reclamación suele modelarse por una variable aleatoria positiva independiente del número de siniestros. Esto es así, no sólo por conveniencia matemática sino que cuando un asegurado incurre en un siniestro el coste del mismo generalmente es independiente de éste.


 Supongamos que 
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 representa el coste individual de cada reclamación. Estas variables aleatorias se asumen independientes entre sí y con la misma distribución.

  
   En este trabajo consideraremos que el coste del i-ésimo siniestro está distribuido según una densidad exponencial de parámetro
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; esto es,
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2.3. El Coste Total

La variable aleatoria coste total viene dada por
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Bajo los supuestos anteriormente comentados de que 
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 son i.i.d. e independientes del número de reclamaciones se tiene que la variable aleatoria coste total o cuantía agregada tiene por distribución (Gómez, 1996 y Rolski, et al., 1999, entre otros),
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siendo 
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 es la K-ésima convolución de la distribución de la cuantía 
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, y que viene dada por 
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y donde se define

                    
[image: image20.wmf](

)

*0

0,0,

1,0.

i

i

x

Vx

x

<

ì

=

í

³

î


     Consecuentemente, la distribución del coste total se obtiene componiendo el modelo del número de reclamaciones con el modelo del coste de cada siniestro:
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     Para calcular esta densidad compuesta bajo los supuestos anteriores de distribución poissoniana para el número de reclamaciones y exponencial para el coste de los siniestros (Freifelder, 1974; Gómez, 1996 y Rolski, 1999; entre otros) viene dada por
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3. Cálculo de la primas en el modelo colectivo compuesto

Bajo la expresión (1), la prima Bonus-Malus puede obtenerse como el ratio entre una magnitud a posteriori y una magnitud a priori. Ambas cantidades se obtendrán de la consideración de un determinado principio de cálculo de prima (Gómez, 1996  y Lemaire, 1979; entre otros).  En este trabajo se  considerará el principio de utilidad exponencial, que permite variar las preferencias del asegurador modificando la  constante de aversión al riesgo o medida de Arrow-Pratt, 
[image: image23.wmf].
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Bajo este principio la magnitud a posteriori viene dada por
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que suele llamársele prima bayes o prima a posteriori, y en donde 
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la prima de riesgo, se calcula como
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esto es, la función generatriz de momentos de la variable aleatoria número de reclamaciones, y en la que ln es la función logaritmo neperiano. La magnitud a priori del denominador viene dada por 
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P

 correspondiéndose con lo que en los escenarios actuariales se le conoce con el nombre de prima a priori o prima colectiva.


Ahora, la prima bonus-malus puede obtenerse a partir del ratio,
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     Es inmediato comprobar que, en el período inicial, la prima Bonus-Malus es igual a 100, debido a que cuando t=0, la prima Bayes o a posteriori coincide con la prima colectiva o a priori.


Ahora, bajo los supuestos anteriores de distribución de Poisson para el número de reclamaciones y exponencial para la cuantía se obtienen los siguientes resultados.

Lema 1 (sobre la prima de riesgo y bayes) 
La prima de riesgo y la prima bayes vienen dadas, respectivamente, por:
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Demostración.  Utilizando (5) y (3) es inmediato que la prima de riesgo puede obtenerse como,
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Por otro lado, utilizando (4), (2) y la expresión obtenida para la prima de riesgo se deduce que
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Corolario 1 (sobre la prima Bonus-Malus) 

Bajo los supuestos anteriores, la prima bonus-malus viene dada por
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Demostración. Resulta inmediato utilizando (6) y la expresión obtenida para P(k,t) en el Lema 1.

(
4. Ilustración práctica
Vamos a aplicar los resultados obtenidos en la sección anterior a un ejemplo extraído de Lemaire (1979, pp.275). Los datos corresponden a una cartera de seguros de automóviles de 106974 asegurados durante un período de 4 años. La distribución de frecuencias de dichos asegurados durante estos 4 años se muestra en la Tabla 1 (columnas 1 y 2). Es bien conocido que la mixtura Poisson-Gamma es la distribución binomial negativa con parámetros 
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. Teniendo en cuenta ahora que la media y varianza de esta distribución de frecuencias son 0.1011 y 0.1074, respectivamente, podemos estimar los parámetros de la distribución a priori por el método de los momentos, obteniéndose los estimadores 
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En la Tabla 1 (columna 3) se observan las frecuencias absolutas de los datos observados y de los ajustados utilizando los valores anteriores. Es de destacar que el método de máxima verosimilitud, más complicado en este caso, produce unos estimadores de los parámetros a y b muy similares al del método de los momentos.

Tabla 1.  Reclamaciones observadas y ajustadas

	Nº de reclamaciones
	Observadas
	Ajustadas

	0
	96978
	96985.5

	1
	9240
	9222.5

	2
	704
	711.7

	3
	43
	50.7

	4
	9
	3.6

	Más de 4
	0
	0

	Total
	106974
	106.974


     En cuanto al parámetro de la distribución exponencial, 
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y a la constante de aversión al riesgo, 
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, consideraremos los valores extraídos del artículo de Freifelder (1974), esto es, 
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lo que significa que la reclamación media por reclamación es de 2857.14 unidades monetarias, mientras que tomaremos como valor de la constante de aversión al riesgo 0.00004.

    Utilizando la expresión obtenida en el corolario 1 obtenemos las primas Bonus-Malus en el modelo colectivo compuesto. Éstas se muestran en las Tabla 2.

Tabla 2. Primas Bonus-Malus en el modelo colectivo compuesto
	t\k
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	0
	100
	-
	-
	-
	-
	-
	-

	1
	94.0523
	152.655
	211.259
	269.862
	-
	-
	-

	2
	88.7723
	144.086
	199.399
	254.712
	310.026
	365.339
	-

	3
	84.0537
	136.427
	188.8
	241.173
	293.546
	345.919
	398.293

	4
	79.8114
	129.541
	179.271
	229.001
	278.731
	328.46
	378.19


     Como podemos observar en la tabla 2, las primas Bonus-Malus calculadas bajo la concepción del modelo colectivo compuesto, cumplen perfectamente las premisas de los Sistemas de tarificación Bonus-Malus. Esto es, las primas aumentan a medida que aumenta el número de reclamaciones y disminuyen, si en cualquier período, no se demanda ninguna reclamación. Por ejemplo, consideremos el caso de un asegurado que, en el período 3, ha presentado 2 reclamaciones. Es decir, en este período ha pagado una prima de 188.8 u.m. Si durante dicho período no realiza ninguna reclamación verá reducida su prima hasta 179.271 u.m. Por el contrario, si demanda una reclamación, su prima a pagar en el siguiente período pasará a ser de 229.001 u.m.

5. Conclusiones y líneas abiertas
Un Sistema de tarificación Bonus-Malus penaliza a los asegurados que realizan reclamaciones con incrementos en la prima que éstos deben pagar. Del mismo modo, aquellos asegurados que no demanden ninguna reclamación verán reducida la prima que deben pagar en el período siguiente. El modelo colectivo compuesto analiza conjuntamente el número de reclamaciones y la componente del coste de cada siniestro, componiendo ambos modelos y produciendo la denominada distribución agregada. En este trabajo, hemos modelado un Sistema de tarificación Bonus-Malus bajo la concepción de un modelo colectivo compuesto, por lo que las primas de las distintas clases de asegurados aumentan y disminuyen no sólo en función del número de reclamaciones que efectúan, sino también de la cuantía esperada de los siniestros reclamados. Además, es posible manejar una expresión para la distribución compuesta del coste total, tal y como hemos obtenido en la expresión (3). En este modelo se ha supuesto independencia entre ambas componentes. 

     Hay que destacar que el desarrollo realizado en este trabajo es posible aplicarlo en otros principios de cálculo de prima, así como utilizar otras distribuciones posibles. Por ejemplo, la binomial negativa para el número de reclamaciones y la Pareto para modelar la cuantía de cada una de las reclamaciones. Además, puede llevarse a cabo una extensión del mismo a otro modelo en el que el parámetro de la distribución de la cuantía se considere también aleatorio, siguiendo la línea del trabajo de Frangos y Vrontos (2001). Un estudio más sofisticado requeriría suponer dependencia entre el número de reclamaciones y el coste de las mismas.

     Otra vía de investigación interesante sería  la realización de un análisis de robustez o sensibilidad bayesiano.  Bajo esta metodología se supone que el investigador es incapaz de especificar una única distribución a priori (distribución estructura) considerando toda una clase de posibles distribuciones a priori. Sobre la misma, el actuario calcularía el rango de variación de las primas a cobrar, de modo que un rango pequeño indicaría robustez, mientras que un rango grande de variación indicaría carencia de robustez del modelo.

Bibliografía

1. Coene, G. y Doray, L. (1996): “A financially balanced Bonus-Malus System”. Astin Bulletin, 26, pp. 107-116.

2. Dionne, G. y Vanasse, C. (1989): “A generalization of Automobile Insurance rating models: The negative binomial distribution with a regresión component”. Astin Bulletin, 19, 2, pp. 199-212.

3. Frangos, N. y Vrontos, S. (2001): “Design of optimal Bonus-Malus systems with a frequency and severity component on an individual basis in automobile insurance”. Astin Bulletin, 31, 1, pp. 1-22.

4. Freifelder, L. (1974): Statistical Decision Theory and Credibility Theory and Procedures. P.M. Kahn. Academic Press. 

5. Gómez, E. (1996): Estadística Bayesiana en Credibilidad con aplicación a la fijación de Primas de Seguros. Tesis Doctoral. Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.

6. Gómez, E., Hernández, A., Pérez, J.M. y Vázquez-Polo, F.J. (2002): “Measuring Sensitivity in a Bonus-Malus System”. Insurance: Mathematics & Economics, 31, pp. 105-113.

7. Lemaire, J. (1979): “How to define a Bonus-Malus system with an exponential utility function”. Astin Bulletin, 10, pp. 274-282.

8. Lemaire, J. (1995): Bonus-Malus Systems in Automobile Insurance. Kluwer Academic Publishers. Boston/Dordrecht/Londres.

9. Miller, R. (1980): Actuarial applications of bayesian statistics. Bayesian Analysis in Econometrics and Statistics. North Holland Publishing Company. 

10. Pinquet, J. (1997): Allowance for Costs of claims in Bonus-Malus Systems. Astin Bulletin, 27, 1, 33-58.

11 Rolski, T.; Schmidli, H.; Schmidt, V. y Teugels, J. (1999): Stochastic Process for Insurance and Finance. John Wiley & Sons.

12 Tremblay, L. (1992): “Using the Poisson inverse Gaussian in Bonus-Malus systems”. Astin Bulletin, 22, 1, pp. 97-106.

13 Walhin, J.F. y Paris, J. (1999): “Using mixed Poisson processes in connection with Bonus-Malus Systems”. Astin Bulletin, 29, 1, pp. 81-99.






PAGE  
2

_1143442280.unknown

_1143442524.unknown

_1143442589.unknown

_1143492758.unknown

_1143492916.unknown

_1143493052.unknown

_1143492797.unknown

_1143442612.unknown

_1143442986.unknown

_1143443125.unknown

_1143442599.unknown

_1143442563.unknown

_1143442575.unknown

_1143442549.unknown

_1143442302.unknown

_1143442470.unknown

_1143442502.unknown

_1143442306.unknown

_1143442311.unknown

_1143442313.unknown

_1143442308.unknown

_1143442304.unknown

_1143442287.unknown

_1143442300.unknown

_1143442284.unknown

_1143442252.unknown

_1143442267.unknown

_1143442274.unknown

_1143442276.unknown

_1143442269.unknown

_1143442263.unknown

_1143442265.unknown

_1143442258.unknown

_1143442239.unknown

_1143442245.unknown

_1143442250.unknown

_1143442241.unknown

_1143442235.unknown

_1143442237.unknown

_1143442232.unknown

